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STRESZCZENIE  

W S T Ę P: Termodynamiczny formalizm Kedem-Katchalsky’ego (K-K) i termodynamika sieciowa Peusnera (PNT) nale-

żą do podstawowych narzędzi badawczych transportu membranowego. Produkcja S-entropii, określająca szybkość 

zmian entropii układu membranowego, jest jedną z podstawowych wielkości służących do oceny nieodwracalności 

procesów transportu masy, energii i pędu. Jej miarą jest natężenie źródła S-entropii. 
M A T E R IA Ł  I  M E T O D Y: Przedmiotem badań była membrana z celulozy bakteryjnej (Biofill) o znanych parametrach 

transportowych (Lp, σ, ω) dla wodnych roztworów glukozy, a metodą badawczą – formalizmy K-K i PNT dla binar-

nych roztworów nieelektrolitów. 

W Y N IK I: Na gruncie liniowej termodynamiki nierównowagowej Onsagera i termodynamiki sieciowej Peusnera opisano 

natężenie źródła S-entropii układu membranowego, w którym generowane są strumienie objętościowe (Jv
*
) i dyfuzyjne 

(Js
*
) roztworów nieelektrolitów przez siły osmotyczne (Δπ/ C ) i hydrostatyczne (ΔP). Wyprowadzono formuły opisu-

jące natężenia źródła S-entropii dla warunków polaryzacji stężeniowej, 
*
(S), oraz dla warunków jednorodności roz-

tworów – (S). Aby pokazać, jaki jest wpływ polaryzacji stężeniowej na wartość natężenia źródła S-entropii, obliczono 

współczynnik  = 
*
(S)/ (S). Wyniki obliczeń numerycznych zależności  

*
(S) = f(∆P,△π/ C ),  (S) = f(∆P,△π/ C ) oraz 

 = f(∆P,△π/ C ), wykonane na podstawie otrzymanych zależności matematycznych za pomocą programu Mathcad 

Prime 3.0, zilustrowano graficznie w postaci różnego typu zakrzywionych powierzchni. 

W N IO S K I: Polaryzacja stężeniowa membrany w istotny sposób redukuje produkcję entropii w układzie membrano-

wym, co egzemplifikuje zależność  = f(∆P,△π/ C ). Dla membran o większych wartościach współczynników trans-

portowych produkcja entropii w układzie jest większa, przy czym wpływ polaryzacji stężeniowej na działanie układu 

jest tym większy, im większa jest wartość bodźca P. 
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ABSTRACT  

IN T R O D U C T IO N: Kedem-Katchalsky thermodynamic formalism (K-K) and Peusner network thermodynamics (PNT) 

belong to the basic research tools of membrane transport. The production of S-entropy, specifying the rate of change of 

entropy of the membrane system, is one of the basic values for assessing the irreversibility of mass, energy and 

momentum transport processes. It is a measure S-entropy intensity. 
M A T E R IA L  A ND  M E T H OD S: A bacterial cellulose membrane (Biofill) with known transport parameters (Lp, σ, ω), for 

aqueous solutions of glucose was the subject of research. The research methods were K-K and PNT formalisms for 

binary non-electrolyte solutions. 

R E S U L T S: On the basis of Onsager linear non-equilibrium thermodynamics and Peusner network thermodynamics, the 

S-entropy intensity of the membrane was described for non-electrolyte solutions. In this membrane system volume 

(Jv
*
) and diffusion (Js

*
) fluxes are generated by osmotic (Δπ/ C ) and hydrostatic (ΔP) forces. The formulas describing 

the intensity of the S-entropy source for concentration polarization conditions 
*
(S) and for solution homogeneity 

conditions – by  (S) were derived. In order to show how concentration polarization influences S-entropy intensity, 

coefficient  = 
*
(S)/ (S) was calculated. The results of numerical calculations of dependencies 

*
(S) = f(∆P,△π/ C ), 

(S) = f(∆P,△π/ C ) and  = f(∆P,△π/ C ), calculated on the basis of the received mathematical equations by means of 

Mathcad Prime 3.0, are illustrated graphically in the form of va-rious types of curved surfaces. 

C O N C L U S IO N :  The concentration polarization of the membrane significantly influences the production of entropy in 

the membrane system by reducing it. For membranes with larger transport coefficient values, entropy production in the 

membrane system is greater. The influence of concentration polarization on the membrane system is greater for greater 

∆P values. 

KEY WO RDS  

membrane transport, non-equilibrium thermodynamics, network thermodynamics, intensity of entropy production, 

concentration polarization  
 

 

WSTĘP  

Entropia jest jedyną ogólną wielkością fizyczną, która 

wskazuje na nieodwracalny, jednokierunkowy w cza-

sie przebieg procesów, w tym także procesów biolo-

gicznych [1,2,3,4,5,6,7]. Ewolucyjny rozwój termody-

namiki procesów nieodwracalnych polegał między 

innymi na formułowaniu praw wzrostu entropii w roz-

maitych typach procesów fizycznych, chemicznych 

i biologicznych [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13]. Jednym 

z najważniejszych efektów tych działań było sformu-

łowanie przez L. Onsagera w pierwszej połowie XX 

wieku praw wzrostu entropii, opisujących przebieg 

liniowych procesów nieodwracalnych w stanach bli-

skich równowagi [14]. W drugiej połowie XX wieku 

I. Progogine wprowadził S-entropię do teorii nielinio-

wych procesów w stanach dalekich od stanu równo-

wagi [15]. W takich stanach mogą pojawić się procesy 

samoorganizacji i struktury dyssypatywne [2,3,15]. 

Do klasy tych układów należą układy biologiczne, 

w których źródłem entropii jest ciągła, spontaniczna 

i wzajemna zamiana materii, informacji i energii sta-

nów podstawowych [7,8,9,10,11,12,13]. Zgodnie z dru- 

gą zasadą termodynamiki „zagrożona kresem swego 

metabolizmu komórka może przedłużyć swoje życie 

w formie nowotworowej poprzez zmniejszenie pro-

dukcji własnej entropii z równoczesnym zwiększeniem 

dyssypacji materii i energii w otoczeniu” [8].  

W literaturze dyskutowane są trzy typy entropii: ter-

modynamiczna (S-entropia), metryczna (H-entropia) 

i topologiczna (T-entropia) [6]. Najwcześniej, bo już 

w XIX wieku, przedstawiono definicję S-entropii dla 

stanów równowagowych w postaci wyrażenia: S = kB ∙ ln 

W, gdzie kB jest stałą Boltzmanna, a W – prawdopodo-

bieństwem termodynamicznym stanu makroskopowe-

go [1,2,3]. Wielkość W (1 ≤ W ≤ ∞) wyraża liczbowo 

stosunek przypadków sprzyjających danemu zdarze-

niu do liczby wszystkich możliwych przypadków. Ilu-

struje zatem liczbowo różnicę między opisem termo-

dynamicznym a pełnym opisem mechanicznym dane-

go układu [1,4,5,6,7].  

Jak wiadomo, każdy opis makroskopowy stanu układu 

termodynamicznego jest niedokładny, z powodu tego, 

że termodynamika posługuje się wielkościami uśred-

nionymi [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13]. Oznacza to, że 

w tym opisie pomijane są informacje o mikroskopo-

wym stanie układu, czego konsekwencją jest przypi-

sanie jednemu stanowi makroskopowemu ciała wielu 

różnych stanów mikroskopowych, które z punktu wi-

dzenia opisu termodynamicznego są nierozróżnialne 

[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13]. W związku z tym sta-

tystyczna istota S-entropii wyraża się w braku wystar-

czającej wiedzy o stanie układu [1,6]. Z kolei wzrost 

entropii jest wynikiem przejścia od stanu mniej do bar- 
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dziej uporządkowanego, który jest znany mniej do-

kładnie niż stan początkowy [1,2,3,6]. Z przedstawio-

nej definicji wynika, że stosowalność pojęcia „S- 

-entropia” jest ograniczona najwyżej do liniowych 

procesów nieodwracalnych w stanach bliskich rów-

nowagi [1,2,3,6,9]. Mimo to pełni ona ważną rolę 

w obszarach nauk zajmujących się badaniem pewnej 

klasy procesów nierównowagowych, gdyż charaktery-

zuje liczbowo stopień nieodwracalności procesów 

fizykochemicznych, zachodzących zarówno w ukła-

dach żywych, jak i nieożywionych [2,6,7,9,12]. Owe 

procesy podlegają drugiemu prawu termodynamiki, 

które jest wyrażane jako prawo wzrostu entropii i ma 

postać: dS ≥ 0 [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13]. Z rów-

nania tego wynika, że w procesach odwracalnych 

entropia jest stała (dS = 0), a w procesach nieodwra-

calnych rośnie (dS > 0).  

Pojęcie entropii metrycznej (H-entropia) zostało wpro-

wadzone przez A. Kołmogorowa do opisania proce-

sów chaotycznych w układach o charakterze ergo-

dycznym [6]. Wartość liczbowa H-entropii jest miarą 

szybkości rozbiegania się trajektorii po całej prze-

strzeni fazowej i ich nieregularności [6,11,12]. Pomiar 

nieregularności trajektorii polega na pokryciu prze-

strzeni fazowej skończoną rodziną Z={Z1, Z2, …, Zk} 

rozłącznych zbiorów o dodatniej mierze i zbadaniu jak 

ta rodzina zmienia się w wyniku wielokrotnego wy-

konywania transformacji T [6]. Algorytm transforma-

cji T, uwzględniający charakterystykę ilościową, opie-

rając się na definicji entropii rozkładu prawdopodo-

bieństw I(p) wprowadzonej przez Shanona, jest opisa-

ny między innymi w pracy R.M. Gray [12]. W latach 

60. ubiegłego wieku wprowadzone zostało pojecie 

entropii topologicznej (T-entropia), która jest ogólniej-

szym pojęciem H-entropii [6]. Z powyższego wynika, 

że aby S-entropia była wielkością uniwersalną, musi 

odnosić się również do procesów nierównowagowych 

[12]. Pojęcie uogólnionej S-entropii można wprowa-

dzić za pomocą wyrażenia S = –kH + S0, gdzie k jest 

czynnikiem określonym przez jednostki, w których 

mierzone są S i S0 [6]. Z wyrażenia tego wynika, że 

jeśli w stanie równowagi termodynamicznej H = 0, to 

S = S0, co oznacza, że S0 jest entropią termodynamicz-

ną dla stanu równowagi, która może ulec zmianie je-

dynie w wyniku zadziałania bodźca zewnętrznego [6].  

Warto przypomnieć, że S-entropia jest makroskopową 

funkcją stanu, tzn. funkcją termodynamicznych zmien- 

nych układu [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13]. Z kolei 

H-entropia i T-entropia są wielkościami mezoskopo-

wymi, gdyż H i T są funkcjonałami rozkładu prawdo-

podobieństwa [6,11,12]. Ponadto entropia nie wystę-

puje jako wielkość mikroskopowa, ponieważ na po-

ziomie mikroskopowym nie zachodzi zjawisko nieod- 

wracalności [6]. Ale S-entropia, H-entropia i T-entro-

pia mają wspólne cechy, mianowicie są wielkościami 

ekstensywnymi i addytywnymi. Addytywność entropii 

jest ważną cechą wykorzystywaną przy analizie entro-

pii układów złożonych [6,11,12].  

Jedną z podstawowych wielkości w termodynamice 

nierównowagowej jest produkcja S-entropii, określają-

ca szybkość zmian entropii układu, która jest konse-

kwencją procesów nieodwracalnych transportu masy, 

energii i pędu [2,3,6,7,9] zachodzących między inny-

mi w układach membranowych [7]. Procesy transpor-

tu membranowego pełnią istotną rolę w wielu dyscy-

plinach nauki, techniki i medycyny, zarówno o cha-

rakterze poznawczym, jak i utylitarnym [7,9,17]. Do 

opisu transportu membranowego stosowane są metody 

opracowane w ramach termodynamiki nierównowago-

wej i termodynamiki sieciowej [7,9,17]. Jednym z na-

rzędzi badawczych jest formalizm Kedem-Katchal-

sky’ego i Kedem-Katchalsky’ego-Peusnera [7,17].  

Zagadnieniu oceny źródła entropii i funkcji dyssypacji 

energii dla warunków jednorodności roztworów i po-

laryzacji stężeniowej autorzy poświęcili kilka prac 

[18,19,20,21,22]. Wyprowadzono w nich odpowiednie 

wyrażenia dla źródła entropii i funkcji dyssypacji 

energii, których użyto do obliczeń zależności źródła 

entropii od ciśnienia hydrostatycznego lub ciśnienia 

osmotycznego dla roztworów elektrolitycznych [18, 

19,20,21]. W otrzymanym równaniu dla źródła entro-

pii wyróżniono część hydrauliczno-osmotyczną i dy-

fuzyjną oraz wprowadzono definicję wydatku hydrau-

liczno-osmotycznego i dyfuzyjnego źródła entropii 

[18]. Na podstawie obliczeń dokonano oceny natęże-

nia źródła entropii dla membrany Textus bioactiv [20] 

i membrany z celulozy bakteryjnej [19].  

W pracy Ślęzak i wsp. [22], na gruncie liniowej termo- 

dynamiki nierównowagowej Onsagera i formalizmu Ke-

dem-Katchalsky’ego, przedstawiono równania matema- 

tyczne dla natężenia źródła S-entropii układu membra-

nowego zawierającego membranę z celulozy bakteryj-

nej, w którym generowane są strumienie objętościowe 

(Jv
*
) i dyfuzyjne (Js

*
) roztworów nieelektrolitów przez 

siły osmotyczne (Δπ) i hydrostatyczne (ΔP). Owe rów-

nania opisują natężenia źródła S-entropii dla warunków 

polaryzacji stężeniowej – *
(S) – oraz dla warunków 

jednorodności roztworów – (S). Wpływ polaryzacji 

stężeniowej na wartość natężenia źródła S-entropii 

określono za pomocą współczynnika γ =*
(S)/(S) 

oraz różnicy Δ =*
(S) (S). Wyniki obliczeń 

numerycznych zależności *
(S) = f(∆P, △π), (S) = 

f(∆P, △π), γ =*
(S)/(S) oraz Δ(S) =(S) –*

(S) 

wykonane na podstawie otrzymanych zależności ma-

tematycznych za pomocą programu MatLab, zilustro-

wano graficznie w postaci różnego typu zakrzywio-

nych powierzchni.   

Celem prezentowanej pracy jest wyprowadzenie, na 

gruncie liniowej termodynamiki nierównowagowej 

Onsagera, termodynamiki sieciowej Peusnera i forma-

lizmu Kedem-Katchalsky’ego-Peusnera, równań ma-

tematycznych  dla  natężenia  źródła  S-entropii  układu 
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membranowego, w którym generowane są strumienie 

objętościowe (Jv
*
) i dyfuzyjne (Js

*
) roztworów niee-

lektrolitów przez siły osmotyczne (△π/C ) i hydrosta-

tyczne (ΔP). Otrzymane równania opisują natężenie 

źródła S-entropii w warunkach polaryzacji stężenio-

wej, *
(S), i warunkach jednorodności roztworów – 

(S) oraz współczynnik χ = *
(S)/(S). Na podstawie 

otrzymanych zależności matematycznych wykonane zo- 

staną obliczenia numeryczne zależności *
(S) = f(∆P, 

△π/C ), (S) = f(∆P,△π/C ) oraz χ = *
(S)/(S) dla 

membrany z celulozy bakteryjnej, używanej między 

innymi jako opatrunku w procesie gojenia się prze-

wlekłych ran [23], o znanych parametrach transporto-

wych (Lp, σ, ω), oraz wodnych roztworów glukozy 

i przedstawione w postaci odpowiednich powierzchni.  

Równania dla natężenia źródła S-entropii  

Aby otrzymać wyrażenie matematyczne dla natężenia 

źródła S-entropii w układzie, w którym membrana 

rozdziela dwa niejednorodne roztwory nieelektroli-

tyczne o różnych stężeniach, wykorzystamy typową 

procedurę opisaną w pracach [2,3,5,7,9]. Zakładamy, 

podobnie jak w poprzednich artykułach [24,25,26,27], 

że niejednorodność roztworów powodowana jest przez 

polaryzację stężeniową obszarów przymembranowych, 

której przejawem jest kreacja stężeniowych warstw 

granicznych. Pojawianie się owych warstw redukuje 

transport osmotyczny i dyfuzyjny. Podobnie jak w wy- 

mienionych pracach [24,25,26,27], w celu rozróżnie-

nia warunków jednorodności i warunków polaryzacji 

stężeniowej, wielkości używane w równaniach dla na-

tężenia źródła S-entropii i strumieni, w warunkach po-

laryzacji stężeniowej będą zapisywane z gwiazdką.  

Całkowitą zmianę entropii dowolnego układu otwarte-

go, w warunkach polaryzacji stężeniowej, można 

przedstawić w następującej postaci [28]: 

 








VA

dVSdS
dt

dS
)()( **

*

AJ
                                    (1) 

Pierwszy człon prawej strony równania (1) jest szyb-

kością wymiany entropii z otoczeniem, J
*
(S) – gęsto-

ścią wypływu entropii wzdłuż normalnej do po-

wierzchni granicznej A oraz dA – wektorem prostopa-

dłym do powierzchni, przez którą zachodzi wymiana 

materii i energii między układem a otoczeniem. Drugi 

człon prawej strony równania (1) jest szybkością two-

rzenia lub produkcją entropii wskutek procesów nie-

odwracalnych wewnątrz układu, a *
(S) jest natęże-

niem źródła entropii, czyli lokalną produkcją entropii 

dla warunków polaryzacji stężeniowej. 

Dla układu otwartego, w którym źródło entropii o na-

tężeniu spełnia warunek *
(S) ≥ 0, wyrażenie przed-

stawiające lokalny bilans entropii dla warunków pola-

ryzacji stężeniowej można zapisać w postaci [2,3,28]: 
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gdzie:  jest całkowitą gęstością masy, natomiast sm
*
 – 

entropią przypadającą na jednostkę masy dla warun-

ków polaryzacji stężeniowej. Natężenie źródła entro-

pii, które jest miarą lokalnej produkcji entropii dla 

warunków polaryzacji stężeniowej, podobnie jak dla 

warunków jej braku, można opisać wyrażeniem [2, 

7,9]:                                                                                   
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(3) 

Równanie to pokazuje, że *
(S) jest biliniową formą 

będącą sumą iloczynów uogólnionych przepływów 

termodynamicznych (Ji
*
) i sił termodynamicznych (Xj) 

o tym samym rzędzie tensorowym, pomnożoną przez 

odwrotność temperatury absolutnej (T). W tym rów-

naniu Lij
*
 są współczynnikami fenomenologicznymi 

sprzęgającymi przepływ Ji
*
 z siłą Xj [2,7,9]. Owe prze-

pływy i współczynniki zapisane dla warunków polary-

zacji stężeniowej i jej braku spełniają warunki Ji
* 

< Ji 

[23,24,25,26,27]. Współczynniki diagonalne (Lii
*
, Ljj

*
) 

i niediagonalne (Lij
*
, Lji

*
), występujące w powyższym 

równaniu, spełniają następujące relacje Onsagera: Lij
* 

= Lji
*
, Lii

* 
≥ 0 oraz Lii

*
Ljj

* 
≥ (Lij

*
)

2
, Lii

*
< Lii, Ljj

* 
< Ljj, 

Lii
*
Ljj

* 
< LiiLjj oraz (Lij

*
)

2 
< Lij

2
 (i, j  {1, 2}) [25].  

Dla stacjonarnego transportu membranowego niejed-

norodnych roztworów nieelektrolitycznych zawierają-

cych jedną substancję rozpuszczoną (s) i rozpuszczal-

nik (w), wywoływanego przez bodźce: Δπ (różnicę 

ciśnienia osmotycznego) i ΔP (różnicę ciśnień hydro-

statycznych), można zapisać w postaci [7,20,21,22]: 
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gdzie: sV  i wV  oznacza parcjalne objętości molowe s-te- 

go i w-tego składnika roztworu, Js
*
 i Jw

*
 – strumienie 

odpowiednio substancji rozpuszczonej i wody w wa-

runkach polaryzacji stężeniowej, ΔP i Δπ – różnica 

ciśnień odpowiednio hydrostatycznych i osmotycznych. 

Odpowiednie przegrupowanie wyrażeń i wykorzysta-

nie wyrażeń *

vw

*

ws

*

s JVJVJ  , **1*
Dwws JVJCJ   oraz 

*1**
vsD JCJJ    (JD

*
 oznacza strumień dyfuzyjny w wa- 

runkach polaryzacji stężeniowej, a Jv
*
 strumień objęto-

ściowy dla warunków polaryzacji stężeniowej) umoż-

liwia zapisanie równania (4) w postaci [22]: 
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*** )(
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)(                     (5) 

gdzie: Jv
*
 oznacza strumień ojętościowy dla warun-

ków polaryzacji stężeniowej. 

W tym równaniu C = (Ch – Cl)ln(ChCl
-1

) jest średnim 

stężeniem roztworu w membranie, a Δπ = RTΔC – 

różnicą   ciśnień   osmotycznych  w  postaci   równania 
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van’t Hoffa, RT – iloczyn uniwersalnej stałej gazowej 

i temperatury absolutnej, ΔC = Ch – Cl oznacza różni-

cę stężeń, natomiast Ch i Cl (Ch > Cl) – stężenia roz-

tworu. Otrzymane wyrażenie stanowi praktyczną 

postać równania natężenia źródła entropii transportu 

osmotyczno-dyfuzyjnego w warunkach polaryzacji 

stężeniowej. Obliczymy teraz Jv
*
 i Js

*
 dla membrany 

polimerowej, korzystając z formalizmu Kedem-Kat-

chalsky’ego-Peusnera [25]. Równania te mają postać: 

C
PJv




Δ
)ΔΔ(

*
12

*
11

*                                (6) 

C
PJs




Δ
)ΔΔ(

*
22

*
21

*                                         (7) 

gdzie: ℓ11
* 

= ζpLp, ℓ12
* 

= C (1 – ζvσ)ζpLp, ℓ21
* 

= C (1 – 

ζaσ)ζpLp, ℓ22
* 

= C [ζsω + C (1 – ζaσ)(1 – ζvσ)ζpLp]. 

Współczynniki ζp, ζv, ζa i ζs, występujące w powyż-

szych wyrażeniach dla ℓ11
*
, ℓ12

*
, ℓ21

*
 i ℓ22

*
 nazywamy 

odpowiednio ciśnieniowym, osmotycznym, adwek-

cyjnym i dyfuzyjnym współczynnikiem polaryzacji 

stężeniowej [24]. Z kolei Lp, σ i ω oznaczają odpo-

wiednio współczynniki: przepuszczalności hydrau-

licznej, odbicia i przepuszczalności substancji roz-

puszczonej. 

Uwzględniając równania (6) i (7) w równaniu (5) 

otrzymujemy: 
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(8) 

Dla warunków jednorodności roztworów, co odpo-

wiada warunkowi ζv = ζs = ζp = ζa = 1 [24], równanie 

(8) przyjmie postać: 
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 (9) 

gdzie: ℓ11 = Lp, ℓ12 = C (1–σ)Lp = ℓ21, ℓ22 = C [ω+ C (1 –

σ)
2
Lp]. 

Z uwagi na to, że 0 ≤ ζv ≤ 1, 0 ≤ ζs ≤ 1, 0 ≤ ζa ≤ 1 i 0 ≤ 

ζp ≤ 1, więc ℓ11
* 

≤ ℓ11, ℓ12
* 

≤ ℓ12
 
ℓ21 

* 
≤ ℓ21

 
ℓ22

* 
≤ ℓ22. 

Należy zaznaczyć, że jeśli polaryzacja stężeniowa 

powoduje całkowitą nieprzepuszczalność membrany, 

to ζv = ζs = ζa = ζp → 0 [24]. 

Aby pokazać, jaki jest wpływ polaryzacji stężeniowej 

na wartość natężenia S-entropii, można obliczyć sto-

sunek  = *
(S)/ (S). Biorąc pod uwagę równania (8) 

i (9) otrzymujemy: 
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W przypadku, gdy membrana jest selektywnie prze-

puszczalna, to w warunkach polaryzacji stężeniowej 

mamy ζp = ζa = 1 [24,25,26,27]. Wówczas równanie 

(8) przyjmie postać: 
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    (11) 

gdzie: α1 = C [2 – σ(1 + ζv)], α2 = C [ζsωLp
-1 

+ C (1 – 

σ)(1 – ζvσ)]. 

Z kolei, jeśli spełnione są warunki ζp = ζa=1 oraz ζs = 

ζv = ζ [24,25,26,27], to równanie (8) można zapisać 

w postaci: 
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    (12) 

gdzie: ε1= C [2–σ(1+ζ)], ε2= C [ζωLp
-1

+ C (1–σ)(1–ζσ)]. 

Przyjęcie warunku ζp = ζa = 1, pozwala zapisać równa-

nie (10) w następującej postaci: 

2

21
2

2

21
2

ΔΔ
)ΔΔ()ΔΔ(

ΔΔ
)ΔΔ()ΔΔ(























CC
PP

CC
PP














        (13) 

gdzie: α1 = C [2 – σ(1 + ζv)], α2 = C [ζsωLp
-1 

+ C (1 – 

σ)(1 – ζvσ)], β1 = 2 C (1 – σ),  

β2 =C [ωLp
-1 

+ C (1 – σ)
2
].   

Z kolei, jeśli zostaną spełnione warunki ζp = ζa = 1 

oraz ζs = ζv = ζ, to równanie (13) przyjmie postać: 
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      (14) 

gdzie: ε1 = C [2 – σ(1 + ζ)], ε2 = C [ζωLp
-1 

+ C (1 – 

σ)(1 – ζσ)], β1 = 2 C (1 – σ),  

β2 = C [ωLp
-1 

+ C (1 – σ)
2
].   

WYNIKI  OBL ICZEŃ I  DYSKUSJA 

Obliczenia  
*
(S) = f(∆P, △π/ C ),  (S) = f(∆P, △π/ C ) 

oraz χ =  
*
(S)/ 

(S) wykonano dla membrany z celu-

lozy bakteryjnej (Biofill), używanej między innymi ja-

ko opatrunku w procesie gojenia się przewlekłych ran 

[23]. Membrana jest jednowarstwowa, symetryczna, 

izotropowa i obojętna elektrycznie oraz selektywnie 

przepuszczalna (0 < σ < 1) [19], stanowi element sys-

temu membranowego i rozdziela dwa wodne roztwory 

o stężeniach Ch i Cl, (Ch > Cl) i tej samej temperaturze 

T = 295 K. Zgodnie z formalizmem Kedem-Katchal-

sky’ego właściwości transportowe membrany określo-

ne są przez współczynniki: odbicia (σ), przepuszczal-

ności hydraulicznej (Lp) i przepuszczalności solutu 

(ω) [7].  

Do obliczeń wykorzystano równania (9), (12) i (14) 

oraz pakiet oprogramowania matematycznego Mathcad 

Prime 3.0, charakterystykę ζ = f(△π/ C ) przedstawioną 

na rycinie 1 oraz następujące dane R = 8.31 J mol
-1

K
-1

, 
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T = 295 K, Cl = 200 mol m
-3

 oraz Ch = 0÷400 mol m
-3

, 

trzy różne wartości Lp z przedziału (0,1÷5) × 10
-12

 m
3
N

-1
s

-1
, 

σ = 10
-4

 oraz dla dwu różnych wartości ω = 10
-10

 mol 

N
-1

s
-1

 oraz ω = 10
-9

 mol N
-1

s
-1

. 

Wartości Lp, σ i ω użyte do obliczeń podano w opisie 

pod rycinami. C  obliczono na podstawie wyrażenia: 

C = (Ch – Cl)ln(ChCl
-1

). Przykładowe wyniki obliczeń 

zależności  *
(S) = f(∆P,△π/ C ),  

(S) = f(∆P,△π/ C ) 

oraz χ =  *
(S)/ 

(S) przedstawiono w postaci kwadryk, 

czyli powierzchni II stopnia, na rycinach 2–7.  
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Ryc. 1. Zależność ζ = f(△π/ C ) obliczona na podstawie zależności  

ζ = f(△π) dla membrany z celulozy bakteryjnej, zamieszczonej w po-
przedniej pracy [22]. 
Fig. 1. Dependence ζ = f(△π/ C ) calculated on basis of formula ζ = f(△π) 

for bacterial cellulose membrane, presented in  previous work [22]. 

Przedstawione na rycinach 2–4 zależności *
(S) = f(∆P, 

△π/ C ), (S) = f(∆P, △π/ C ) są powierzchniami zagię-

tymi zarówno wzdłuż osi ΔP, jak i △π/ C , ale silniej 

wzdłuż osi ΔP. 

 

  
Ryc. 2. Graficzna ilustracja zależności  (S) = f(∆P, △π/ C ) (kwadryka 1) 

i  *(S) = f(∆P,△π/ C ) (kwadryka 2) dla Lp = 10-13 m3N-1s-1, σ = 10-4  

i ω = 10-10 mol N-1s-1, (Cśr  C ). Obliczenia  (S) = f(∆P, △π/ C ) na pod-

stawie równania (9), a zależność  *(S) = f(∆P, △π/ C ) na podstawie 

równania (8) i zależności ζ = f(△π/ C ) przedstawionej na ryc. 1. 

Fig. 2. Graphic illustration of dependencies  (S) = f(∆P, △π/ C ) (quadric 

1) and  *(S) = f(∆P,△π/ C ) (quadric 2) for Lp = 10-13 m3N-1s-1, σ = 10-4 

and ω = 10-10 mol N-1s-1, (Cśr  C ). Calculations of  (S) = f(∆P, △π/ C ) 

based on equation (9) and  *(S) = f(∆P, △π/ C ) based on equation (8) 

and depen-dence ζ = f(△π/ C ) shown in Fig. 1. 

 

Ryc. 3. Graficzna ilustracja  zależności  (S) = f(∆P, △π/ C ) (kwadryka 1)  

i  *(S) = f(∆P,△π/ C ) (kwadryka 2) dla Lp = 5 × 10-13 m3N-1s-1, σ = 10-4 i 

ω = 10-10 mol N-1s-1, (Cśr  C ). Obliczenia  (S) = f(∆P,△π/ C ) na 

podstawie równania (9), a zależność  *(S) = f(∆P,△π/ C ) na podstawie 

równania (8) i zależności  ζ = f(△π/ C ) przedstawionej na ryc. 1. 

Fig. 3. Graphic illustration of dependencies  (S) = f(∆P, △π/ C ) (quadric 

1) and  *(S) = f(∆P,△π/ C )  (quadric 2) for Lp = 5×10-13 m3N-1s-1, σ = 10-4 

i ω = 10-10 mol N-1s-1, (Cśr  C ). Calculations of  (S) = f(∆P,△π/ C ) 

based on equation (9) and  *(S) = f(∆P,△π/ C )based on equation (8) 

and dependence ζ = f(△π/ C ) shown in Fig. 1. 

 
 
Ryc. 4. Graficzna ilustracja zależności  (S) = f(∆P, △π/ C ) (kwadryka 1) 

 *(S) = f(∆P,△π/ C ) (kwadryka 2) dla Lp = 10-13 m3N-1s-1, σ = 10-4  

i ω = 10-9 mol N-1s-1 (Cś r  C ). Obliczenia  (S) = f(∆P,△π/ C ) na 

podstawie równania (9), a zależność  *(S) = f(∆P,△π/ C ) na podstawie 

równania (8) i zależności  ζ = f(△π/ C ) przedstawionej na ryc. 1. 

Fig. 4. Graphic illustration of dependencies  (S) = f(∆P, △π/ C ) (quadric 

1) and  *(S) = f(∆P,△π/ C ) (quadric 2) for Lp = 10-13 m3N-1s-1, σ = 10-4  

i ω = 10-9 mol N-1s-1, (Cś r  C ). Calculations of  (S) = f(∆P,△π/ C ) 

based on equation (9) and  *(S) = f(∆P,△π/ C ) based on equation (8) 

and dependence ζ = f(△π/) shown in Fig. 1. 

Wielkość zagięcia jest uzależniona od wartości Lp i ω. 

Dla wyników obliczeń przedstawionych na tych ryci-

nach spełniony jest warunek  *
(S) <  

(S). Z porów-

nania wyników obliczeń przedstawionych na rycinach 

2 i 4 wynika, że zmniejszenie wartości ω dla tych 

samych wartości Lp i σ powoduje zmniejszenie warto-

ści  *
(S) = f(∆P, △π/ C ),  

(S) = f(∆P, △π/ C ) oraz 

większe zagięcie obydwu kwadryk wzdłuż osi ΔP. 
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Z kolei z porównania wyników obliczeń przedstawio-

nych na rycinach 2 i 3 wynika, że zwiększenie warto-

ści Lp dla tych samych wartości ω i σ prowadzi do 

zwiększenia wartości *
(S) = f(∆P, △π/ C ), (S) = f(∆P, 

△π/ C ) oraz większego zagięcia obydwu kwadryk, 

zarówno wzdłuż osi ΔP, jak i △π/ C . Ponadto ramiona 

poszczególnych kwadryk są niesymetryczne w stosun-

ku do płaszczyzn przechodzących przez proste, dla 

których ∆P = 0 i △π/ C = 0. Porównując ryciny 2, 3 i 4 

można konstatować, że zbiór wartości funkcji  *
(S) 

dla (△π/ C )  (△π/ C )crit = 0,23 kPa/mol wyznacza sta-

ny stabilne układu membranowego. Podzielenie zależ-

ności  *
(S) = f(∆P, △π/ C ) i  

(S) = f(∆P, △π/ C ) 

przedstawionych na rycinach 2–4 daje zależności 

powierzchniowe χ =  *
(S)/ 

(S), ujęte odpowiednio na 

rycinach 5–7. Zależności χ = f(∆P, △π/ C ) można 

obliczyć na podstawie równania (14) po uwzględnie-

niu zależności ζ = f(△π/ C ) wskazanej na rycinie 1. 

 

 

Ryc. 5. Graficzna ilustracja  zależności χ(S) = *(S)/ (S) = f(∆P, △π/ C ) 

dla Lp = 10-13 m3N-1s-1, σ = 10-4 i ω = 10-10 mol N-1s-1, (Cśr  C ). Obliczenia 

wykonano na podstawie równania (14) i zależności ζ = f(△π/ C ) przed-

stawionej na ryc. 1. 

Fig. 5. Graphic illustration of dependence χ(S) = *(S)/ (S) = f(∆P, △π/ C ) 

for Lp = 10-13 m3N-1s-1, σ = 10-4 i ω = 10-10 mol N-1s-1, (Cśr  C ). Calcula-

tions based on equation (14) and dependence ζ = f(△π/ C ) shown in Fig. 1. 

Z rycin 5–7 wynika, że 0  χ  1 oraz że źródłem 

warunku  *
(S) <  

(S) jest uwzględnienie zależności 

ζ = f(△π/C ) w równaniu (14). Jeśli spełniony jest wa-

runek χ = 0, to równanie (14) przyjmuje postać:  
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Z kolei dla χ = 1 równanie (14) upraszcza się do po-

staci: 
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Ryc. 6. Graficzna ilustracja zależności χ(S) =  *(S)/  (S) = f(∆P, △π/ C ) 

dla Lp = 5 × 10-13 m3N-1s-1, σ = 10-4 i ω = 10-10 mol N-1s-1, (Cśr  C ). 

Obliczenia wykonano na podstawie równania (14) i zależności  ζ = f(△π/

C ) przedstawionej na ryc. 1. 

Fig. 6. Graphic illustration of dependence χ(S) =  *(S)/  (S) = f(∆P, △π/ C ) 

for Lp = 5 × 10-13 m3N-1s-1, σ = 10-4 i ω = 10-10 mol N-1s-1, (Cśr  C ). The 

calculations based on equation (14) and the dependence ζ = f(△π/ C ), 

shown in Fig. 1. 

 

Ryc. 7. Graficzna ilustracja  zależności χ(S) = *(S)/ (S) = f(∆P,△π/ C ) 

dla Lp = 10-13 m3N-1s-1, σ = 10-4 i ω = 10-9 mol N-1s-1, (Cśr  C ). Obliczenia 

wykonano na podstawie równania  (14) i zależności  ζ = f(△π/ C ) przed-

stawionej na ryc. 1. 

Fig . 7. Graphic illustration of dependence χ(S) =  *(S)/  (S) = f(∆P,△π/

C ) for Lp = 10-13 m3N-1s-1, σ = 10-4 i ω = 10-9 mol N-1s-1, (Cśr  C ). The 

calculations based on equation (14) and the dependence ζ = f(△π/ C ), 

shown in Fig. 1. 

Wszystkie rozważania przedstawione w pracy dotyczą 

stanów stacjonarnych procesów transportu membra-

nowego, tworzących entropię, gdyż  
(S) > 0 oraz 

 *
(S) > 0. W stanie stacjonarnym Jv, Jv

*
, Js i Js

*
 (Jv > Jv

*
, 

Js > Js
*
) przyjmują wartości stałe i minimalne [29,30, 

31,32]. Stan stacjonarny wyróżnia się ponadto pewną 

stabilnością, co oznacza, że  
(S) i  *

(S) uzyskują war-

tości minimalne dla pewnych wartości △π/ C  i ΔP. 

Zwiększenie lub zmniejszenie wartości △π/ C  i/lub ΔP 

powoduje  odpowiednie  zwiększenie lub zmniejszenie  
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Jv, Jv
*
, Js i/lub Js

*
. Oznacza to, że procesy transportu 

membranowego produkujące entropię przebiegają 

zgodnie z zasadami Prigogine’a [15]. Zasada ta odnosi 

się zarówno do warunków jednorodności roztworów, 

jak i polaryzacji stężeniowej, o czym świadczą zależ-

ności przedstawione na rycinach 2–7. Różnica kształ-

tów zilustrowanych powierzchni jest powodowana 

głównie przez zmianę wartości współczynników ω i Lp. 

WNIOSKI  

1. Polaryzacja stężeniowa membrany istotnie reduku-

je produkcję entropii w układzie membranowym, 

co egzemplifikuje zależność  = f(∆P, △π/ C ). Pro- 

dukcja entropii związana jest z bodźcami i strumie- 

niami termodynamicznymi występującymi w ukła-

dzie, stąd też im większe bodźce termodynamicz-

ne, tym większe zmiany produkcji entropii przy 

przejściu od układu jednorodnych roztworów do 

układu z polaryzacją stężeniową. 

2. Zaobserwowano wpływ współczynników transpor-

towych membrany zarówno na wartości produkcji 

entropii, jak i na kształt zależności produkcji  

entropii jako funkcji P i △π/ C . Zwiększenie 

współczynnika Lp przy ustalonych pozostałych pa-

rametrach transportowych membrany, odpowie-

dzialnego za wkład różnicy ciśnień mechanicznych 

do produkcji entropii, powoduje zwiększenie war-

tości produkcji entropii i zmianę kształtu zależno-

ści produkcji entropii jako funkcji P i △π/ C . 

Z kolei zwiększenie współczynnika przepuszczal-

ności membrany przy ustalonych pozostałych pa-

rametrach transportowych membrany, również ma 

wpływ na znaczne zwiększenie produkcji entropii 

oraz na kształt zależności produkcji entropii jako 

funkcji P i △π/C . 

3. Dla membran o większych wartościach współczyn- 

ników transportowych produkcja entropii w ukła-

dzie jest większa, przy czym wpływ polaryzacji 

stężeniowej na działanie układu (charakteryzowa-

ne współczynnikiem ) jest tym większy, im więk-

sza jest wartość bodźca P. 
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